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V zaključni nalogi se ukvarjamo z določitvijo elastičnega modula elastičnega obroča, ki se 
obešen na klin deformira zaradi lastne teže. V nalogi najprej izpeljemo glavno diferencialno 
enačbo problema, ki jo za zmerno velike pomike najprej rešimo s preturbacijsko metodo in 
za velike pomike - z metodo Runge Kutta 4. reda in strelsko metodo. Eksperimentalno 
pridobljene točke upogibnice obroča primerjamo z numerično izračunanimi, tako da 
spreminjamo vhodni podatek (modul elastičnosti) in spremljamo kdaj se obe krivulji najbolj 
ujemata. S takšnim postopkom določimo modul elastičnosti obroča. Izračunamo relativne 
napake med točkami krivulje, pridobljenimi eksperimentalno in numerično in opazimo 
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In the final thesis we deal with determination of elastic modulus of a hanging elastic ring, 
which, deforms under self-weight. We first derive the main differential equation,which is 
solved by perturbation method for moderately large displacements and by 4th order Runge 
Kutta and shooting method for large displacements. We compare experimentally obtained 
points of the curve of a hanging ring to numerically calculated ones, and change the elastic 
modulus (unknown parameter) in the process to obtain the best match between the two 
methods. We calcutated the relative errors between the points of experimental and numerical 
curves and observe a relatively good match. We also compare the results of the 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
A mm2 površina 
b mm višina prereza obroča 
𝐃𝐳𝐮𝐧 mm zunanji premer obroča 
E N/mm2 elastični modul 
F N aksialna sila v točki s=0 
F N točkovna sila 
h mm korak  
𝐡𝐨        mm širina prereza obroča 
𝐈 mm4 vztrajnostni moment prereza 
k, t  koeficienta za numeričen izračun 
L mm dolžina polovice obroča 
𝐌 Nmm upogibni moment 
s mm dolžina loka 
𝐪 N/mm linijska obremenitev 
x mm kartezična koordinata 
y mm kartezična koordinata 
𝐬′, 𝐱′, 𝐲′ 1 normalizirane dolžine s, x, in y z l 
𝛂 / a/ϵ 
ε 1 specifična deformacija 
𝛜 / majhno pozitivno število 
𝛔 N/mm2 napetost 
𝛋 1/mm ukrivljenost 
𝛝 rad kot med pozitivno x osjo in tangento na krivuljo 
𝛒 mm radij ukrivljenosti  
𝛒𝐨 kg/dm
3 gostota materiala obroča 
𝜹 % relativna napaka 
   
Indeksi   
   
eks eksperimentalno  
teo teoretično  
x komponenta v x smer   
y komponenta v y smeri  
apr aproksimativno 
num numerično 




1.1 Ozadje problema 
Elastični modul je mera za elastičnost materiala, ki nam pove odpornost materiala na 
elastično deformacijo. Obstajajo različne metode za merjenje modula. 
Ena izmed najpogostejših je z nateznim preizkusom, kjer preizkušanec natezno obremenimo 
in pri tem spremljamo kako se z raztezkom spreminja njegova napetost. Iz pridobljene 
krivulje dobimo modul elastičnosti tako, da izmerimo naklon krivulje grafa  
Poleg nateznega preskusa lahko modul elastičnosti merimo še npr. z upogibnim, strižnim, 
tlačnim preskusom, lastnim nihanjem nosilca, itn. (povzeto po [5]). 
 
Kljub temu da je poznavanje elastičnega modula pogosto ključnega pomena tako pri 
konstruiranju določenih izdelkov, kot tudi pri izračunavanju različnih problemov iz trdnosti, 
je določevanje modula elastičnosti lahko zahtevno, zlasti, ko iz že izdelanega predmeta ni 
mogoče pridobiti standardnega vzorca za kakšnega od zgoraj naštetih preizkusov.  
 
Včasih pa je možno izmeriti elastični modul izdelka z relativno preprostimi načini. Takšen 
primer je npr. elastični obroč, katerega modul elastičnosti lahko pridobimo tako, da ga 
obesimo na klin, kot je prikazano na spodnji sliki (1.1) in opazujemo njegovo upogibnico.  
 
 





Obroč se zaradi lastne teže deformira, od karakteristik obroča pa je odvisno kolikšen poves 
bo. Pri istih dimenzijah obroča je poves odvisen zgolj od modula elastičnosti – manjši kot  




Slika 1.2: Deformacija obročev enakih dimenzij in različnih modulov elastičnosti od največjega 
modula do najmanjšega. 
 
1.2 Cilji 
Cilj naloge je s pomočjo preprostega eksperimenta in numeričnega izračuna določiti modul 
elastičnosti visečega obroča, tako da s pomočjo izpeljanih enačb za težko elastiko ustvarimo 
numerično sliko problema, ki jo primerjamo z eksperimentalnimi rezultati. V numeričnem 
izračunu bomo spreminjali vhodni podatek za modul elastičnosti, tako da se bo izračunana 







2. Teoretične osnove in pregled literature 
2.1 Statično ravnovesje  
Iz deformiranega nosilca izrežemo infinitezimalno majhen delček dolžine ds. Obroč je 
obremenjen linijsko z lastno težo, ki kaže v smeri osi y, notranje obremenitve pa razstavimo 
na x in y komponente, kot je prikazano v sliki 2.1. Iz geometrije delčka lahko zapišemo 
zvezo med kartezičnimi in naravnimi koordinatami, kjer je ϑ kot med pozitivno x osjo in 




Slika 2.1: Izrez infinitezimalnega dela nosilca 
 
     𝑑𝑥 = 𝑑𝑠 ∙ cos (𝜗(𝑠)) (2.1) 
     𝑑𝑦 = 𝑑𝑠 ∙ sin (𝜗(𝑠)) (2.2) 





Zapišemo ravnovesne enačbe za sile v smeri x. 
 
      ∑ 𝐹𝑖𝑥 = 0 
(2.3) 
 
      −𝐹𝑥(𝑠) + 𝐹𝑥(𝑠 + 𝑑𝑠) = 0 (2.4) 
 
Enačbo delimo z ds in jo naredimo limito, ko ds pošljemo proti 0.     
     lim
𝑑𝑠→0






      𝐹𝑥
′(𝑠) = 0 (2.6) 
 
Podobno storimo pri zapisu ravnotežnih enačb za obremenitve v smeri y. 
     ∑ 𝐹𝑖𝑦 = 0 (2.7) 
 
    𝐹𝑦
′(𝑠) = −𝑞(𝑠) (2.8) 
 
 
Prav tako na enak način za delček izpeljemo ravnovesje momentov okoli točke na razdalji     
𝑠 + 𝑑𝑠, pri čemer upoštevamo enakosti (2.1) in (2.2) in rezultat zapišemo v naravnih 
koordinatah. 
 
     ∑ 𝑀𝑖(𝑠+𝑑𝑠) = 0 (2.9) 
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2.2 Ukrivljenost nosilca in notranji upogibni moment 
Ukrivljenost 𝜅 nam  pove koliko krivulja nosilca odstopa od ravnosti, njena vrednost v točki 
s pa je obratno sorazmerna radiju ukrivljenosti ρ in je enaka odvodu kota 𝜗.  








Iz deformiranega nosilca izrežemo delček, z radijem ukrivljenosti ρ (slika 2.2). Najprej 
izrazimo specifično deformacijo obroča, ki je razmerje med raztezkom, oziroma v našem 
primeru skrčkom in začetnim nedeformiranim stanjem (povzeto po [6, 8]).  
 












   
 
Upogibni moment infinitezimalnega delčka je odvisen od sile dF, ki se po prerezu spreminja 
in od oddaljenosti sile od nevtralne osi nosilca.  
    𝑑𝑀 = −𝑦 ∙ 𝑑𝐹 = −𝑦 ∙ 𝜎 ∙ 𝑑𝐴 (2.14) 
Slika 2.2: Upogibno obremenjen delček obroča 
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Dobljen izraz integriramo in pri tem upoštevamo Hookov zakon ( 𝜎 = 𝐸 ∙ ) in enačbo 2.13 
in ugotovimo da je moment odvisen od modula elastičnosti materiala, ukrivljenosti obroča 
in od vztrajnostnega momenta prereza okoli nevtralne osi. 
     𝑀 = ∫ −𝑦 ∙ 𝜎 ∙ 𝑑𝐴 = 𝐸 ∙ 𝜅 ∫ 𝑦2 ∙  𝑑𝐴 = 𝐸 ∙ 𝜅 ∙ 𝐼 (2.15) 
 
 
2.3 Glavna diferencialna enačba 
Ker je problem simetričen glede na y os, deformiran nosilec prerežemo na pol po y osi in 
obravnavamo polovico obroča in izhodišče izberemo na točki, kjer je obroč  obešen. Celoten 
obseg krožnega definiramo kot vrednost 2L, torej obravnavani problem zajema vrednosti 
0 ≤ 𝑠 ≤ 𝐿. Obroč  je linijsko obremenjen z lastno silo teže (slika 2.3). 
 
 




Za naš primer integriramo enačbi (2.6) in (2.8), kjer je F aksialna sila pri s=0 in je konstantna 
za vsak s. 
      𝐹𝑦(𝑠) =  𝑞 ∙ 𝐿 − 𝑞 ∙ 𝑠 (2.16) 
 
      𝐹𝑥(𝑠) = 𝐹 (2.17) 
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Enačbi (2.16) in (2.17) vstavimo v izpeljano ravnovesje momentov (2.11), slednje pa 
vstavimo v enačbo (2.15) in pri tem upoštevamo enakost (2.12). Dobimo vodilno nelinearno 
diferencialno enačbo drugega reda. 
      𝐸𝐼
𝑑2𝜕
𝑑𝑠2
= 𝐹(𝑠) sin(𝜗(𝑠)) − (𝑞𝐿 − 𝑞𝑠) cos(𝜗(𝑠)) (2.18) 
 
 
2.3.1 Robni pogoji 
Za reševanje diferencialne enačbe potrebujemo znane robne pogoje. Glede na določen 
koordinatni sistem imamo znane vrednosti x in y v izhodišču in vrednost x na koncu 
obravnavanega nosilca. Prav tako poznamo vrednosti kota 𝜗 na izhodišču in na koncu.  
     𝑥(𝑠 = 0)  =  0 
(2.19) 
     𝑦(𝑠 = 0)  =  0 (2.20) 
     𝑥(𝑠 = 𝐿)  =  0 (2.21) 
     𝜗(𝑠 = 0)  =  0 (2.22) 
 
     𝜗(𝑠 = 𝐿)  = 𝜋  (2.23) 
 
 
2.4 Aproksimativno reševanje  
Aproksimativno reševanje glavne diferencialne enačbe je primerno za primere, ko imamo 
relativno majhne deformacije. V našem primeru bo aproksimativna rešitev primerna ko 
imamo nosilec z veliko togostjo, kar pomeni da bo elastika po deformaciji skoraj okrogla. 
 
Najprej je potrebno enačbe preurediti v bolj primerno obliko za reševanje. Vse dolžine 
normaliziramo, tako da jih delimo z dolžino nosilca L. 
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Vstavimo jih v enačbe (2.1), (2.2) in (2.18). 






   
𝑑𝑦′
𝑑𝑠′
= sin (𝜗(𝑠′)) 
(2.28) 
 






=  𝐹(𝑠) sin(𝜗(𝑠)) − (𝑞𝐿 − 𝑞 𝑠′𝐿) cos (𝜗(𝑠)) (2.29) 
 
Diferencialno enačbo uredimo in jo zapišemo z    𝐴 =
𝐹𝐿2
𝐸𝐼




   
𝑑2𝜗
𝑑𝑠2
= 𝐴 sin(𝜗(𝑠′)) − 𝐵 (1 − 𝑠′)cos (𝜗(𝑠′)) (2.30) 
 
Zapišemo normalizirane robne pogoje, ki nam bodo pomagali pri nadaljnjem izračunu. Na 
začetku si x, y koordinate in prav tako kot enaki 0, na drugem koncu pa je znano da je 
koordinata x=0 (obremenitev q je razporejena enakomerno in simetrično), kot pa je 𝜋 
radianov. 
    𝑠′ = 0;                    𝜗 = 𝑥 = 𝑦 = 0 (2.31) 
 
    𝑠′ = 1;                    𝜗 = 𝜋,   𝑥 = 0 (2.32) 
 
2.4.1 Perturbacijska metoda 
Problem bomo najprej reševali s pertubacijsko metodo (izpeljava povzeta po [2, 3, 4]). Naj 
veljata naslednji zvezi, kjer je 𝜖 majhno pozitivno število enako, Perturbacijska metoda je 
učinkovita za nosilce, za katere velja 𝐵 ≤ 20 [2]. 




Za odvisne spremenljivke razvijemo Taylorjevo vrsto po ε. Problem bomo reševali z vrsto 
prvega reda. 
   𝜗 = 𝜗0(𝑠
′) + 𝜖𝜗1(𝑠
′) + ⋯ (2.34) 
 
   𝑥 = 𝑥0(𝑠
′) + 𝜖𝑥1(𝑠
′) + ⋯ (2.35) 
 
   𝑦 = 𝑦0(𝑠
′) + 𝜖𝑦1(𝑠
′) + ⋯ (2.36) 
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Zgornje enačbe vstavimo v (2.27), (2.28), (2.29) in pri tem upoštevamo enakost (2.33). 






=  𝜖 𝛼 sin(𝜗0) − 𝜖(1 − 𝑠
′) cos(𝜗0) (2.37) 
 






= cos(𝜗0) − 𝜖𝜗1 sin (𝜗0) (2.38) 
 






= sin(𝜗0) + 𝜖𝜗1 cos (𝜗0) (2.39) 
 
Enačbe uredimo in za vsako enačbo zberemo skupaj člene ki vsebujejo koeficient ε in tiste 
ki ga ne. Tako dobimo enačbe za ničti red (brez 𝜖)  in za prvi red (z 𝜖). 
 
Ničti red: 
   
𝑑2𝜗0
𝑑𝑠′2
= 0 (2.40) 
 
   
𝑑𝑥0
𝑑𝑠′
= cos(𝜗0) (2.41) 
 
   
𝑑𝑦0
𝑑𝑠′
= sin (𝜗0) (2.42) 
 
Prvo enačbo dvakrat integriramo, da dobimo 𝜗0, ki ga vstavimo v naslednji dve enačbi ter 
njiju prav tako integriramo. Dobimo rešitve ničtega reda.  
   𝜗0 = 𝜋𝑠′ (2.43) 
 










                      
Podobno ponovimo še za prvi red. 
   
𝑑2𝜗1
𝑑𝑠′2
= 𝛼 sin(𝜗0) − (1 − 𝑠
′) cos(𝜗0) (2.46) 
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𝑑𝑥1
𝑑𝑠′
= −𝜗1 sin(𝜗0) (2.47) 
 
   
𝑑𝑦1
𝑑𝑠′
= 𝜗1 cos(𝜗0) 
 
(2.48) 
















(𝑠′ − 1) sin (
𝜋𝑠′









































 Ko imamo določene spremenljivke vseh redov, jih seštejemo skupaj, kot smo razvili 
Taylorjevo vrsto. Tako lahko z odvajanjem 𝜗0 + 𝜗1 po s določimo enačbo momenta: 
𝑑𝜗
𝑑𝑠′
= 𝜋 + (
(s′ − 1) sin(𝜋𝑠′)
𝜋
+








Lahko določimo maksimalna momenta, ki se nahajata v točkah s'=0, in s'=1.  
    
𝑑𝜗
𝑑𝑠′
(𝑠′ = 0)    =     𝜋 +  
3
2𝜋
+ 𝑜( 2) (2.53) 
 
   
𝑑𝜗
𝑑𝑠′
(𝑠′ = 1)   =     𝜋 +
4 − 3𝜋
2𝜋2
+ 𝑜( 2) (2.54) 
 
 
Največji poves v y smeri je pri s'=1, iz tega izhaja enačba za najnižjo točko nosilca. 
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2.5 Numerično reševanje 
Kadar imamo problem, pri katerem so premiki večji (manj toge elastike), rešitve problema 
ne moremo določiti aproksimativno, zato ga rešimo numerično. Glavno diferencialno enačbo 
je možno reševati z različnimi metodami, mi pa jo bomo rešili z metodo Runge-Kutta 4. reda 
v kombinaciji s strelsko metodo. 
 
2.5.1 Metoda Runge-Kutta  
Z reševanjem začnemo v začetni točki, kjer moramo imeti določene začetne pogoje, nato z 
integriranjem določimo rešitve za celoten problem (povzeto po [7]). 
 
Diferencialno enačbo drugega reda obravnavamo kot sistem dveh diferencialnih enačb 
prvega reda. 








    𝜅 = 𝑢 (2.57) 
 
    𝑢′ =  
𝐹(𝑠) sin(𝜗(𝑠)) + (𝑞𝐿 − 𝑞𝑠) cos(𝜗(𝑠))
𝐸𝐼
= 𝑓(𝑠, 𝜗)   (2.58) 
 
 
Po definiciji metode določimo približke vrednosti kota 𝜗 in njegovega prvega odvoda, ki 
predstavlja ukrivljenost κ v točkah, ki so med sabo razmaknjene za korak h. 
 
𝑘1 = ℎ 𝑓(𝑠, 𝜗) (2.59) 




𝑘2 = ℎ 𝑓(𝑠 +
ℎ
2
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𝑘3 = ℎ 𝑓(𝑠 +
ℎ
2









𝑘4 = ℎ 𝑓(𝑠 + ℎ, 𝜗 + ℎ 𝑘3) (2.65) 
𝑡4 = ℎ (𝜅 + 𝑘3) (2.66) 
 
 
Vrednosti kota in ukrivljenosti v naslednji točki izračunamo s povprečno vrednostjo 
približkov. V prvem koraku sta  𝜗 in 𝜅 enaka robnim pogojem v izhodišču. Izračun se konča 
ko dosežemo vrednost s = L. 
𝜗𝑖+1 = 𝜗𝑖 +




𝜅𝑖+1 = 𝜅𝑖 +







2.5.2 Strelska metoda 
Strelska metoda je metoda za določevanje robnih pogojev. Na osnovi znanega robnega 
pogoja izračunamo vrednost enačbe, ugotovimo če rešitev ustreza drugemu znanemu 
robnemu pogoju. Iteracija poteka toliko časa dokler rešitev enačbe ne ustreza tudi drugemu 
robnemu pogoju. Za izračun kota in ukrivljenosti po metodi Runge-Kutta potrebujemo 
vrednosti kota in ukrivljenosti na začetku elastike. Znan je kot na obeh koncih, ukrivljenost 








3. Metodologija raziskave 
Za eksperiment smo uporabili obroč iz silikonske gume. Obroč smo obesili na klin in dobili 
upogibnico, kot jo prikazuje slika 3.1.  
 
Poleg obremenjenega nosilca smo pritrdili kotnik z znanimi dimenzijami, ki nam služi kot 
skala za nadaljnje meritve krivulje prek računalniškega programa Inkscape. 
 
 








Eksperiment smo izvedli na dveh različnih obročih, katerih dimenzije in parametri so 
zapisani v spodnji tabeli 3.1 in razloženi na sliki 3.2. 
 










Slika 3.2: Dimenzije nedeformiranega obroča 
 
 
Deformiran obroč smo slikali in sliko vnesli v računalniški program Inkscape, kjer smo s 
pomočjo skale pomerili vrednosti točk na krivulji deformiranega obroča. Že pri izvedbi 
eksperimenta pričakujemo napako ker je možno da smo skalo namestili rahlo postrani, prav 
tako predvidevamo, da kamera s katero smo slikali eksperiment ni bila postavljena 
popolnoma pravokotno na ravnino eksperimenta. Pričakujemo tudi merilno napako zaradi 
napačnega odčitavanja vrednosti. In pa nazadnje, preizkušanec, ki smo ga uporabili pri 
eksperimentu ni nujno da je popolnoma homogen.  
 Obroč 1 Obroč 2 
ρ        [kg/dm3] 1 1 
Dzun  [mm] 90 120 
b        [mm] 3 5 




4. Rezultati in diskusija 
4.1 Obroč 1 
Preizkus opravimo za manjši obroč z zunanjim premerom 90 mm (parametri so zapisani v 
preglednici 3.1), glej sliko 4.1. 
 
 
Slika 4.1: Deformiran obroč 1 
 
 
Rezultati in diskusija 
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Na različnih razdaljah 𝑠 na obroču smo potegnili tangenti na zunanji in na notranji rob, ter 
zabeležili obe točki. Nato smo izračunali srednjo vrednost obeh točk in tako dobili pozicijo 
točke  na nevtralni osi krivulje deformiranega obroča, glej sliko 4.2. 
 
Slika 4.2: Določitev srednje točke krivulje 











Izmerjene točke upogibnice smo interpolirali. Ker je problem simetričen smo meritve 
opravili za polovico obroča. Pridobljeno interpolirano krivuljo smo primerjali s krivuljo, ki 
je bila določena numerično. V programu smo spreminjali vrednosti elastičnega modula in za 
njih dobili različne krivulje, ki smo jih primerjali z eksperimentalno. Za vsak elastični modul 
smo poiskali maksimalne vrednosti krivulje (𝑥𝑚𝑎𝑥  𝑖𝑛 𝑦𝑚𝑎𝑥), izračunali relativno napako 
absolutnih vrednosti x in y, ter izračunali povprečje napake v x in y smeri; tabela 4.1. 
Krivulja z najmanjšo napako nam pove kakšen je modul elastičnosti obroča. Slika 4.3 
prikazuje izračunane krivulje pri različnih modulih. 
Rezultati in diskusija 
17 
 
Slika 4.3: Določitev modula elastičnosti obroča 1 











Eksperimentalno 35,593 103,835  
E=0,75 MPa  33,398 104,828 3,562 
E=0,80 MPa 33,908 104,171 2,529 
E=0,85 MPa 34,290 103,548 1,969 
E=0,90 MPa 34,678 102,972 1,701 
E=0,99 MPa 35,277 102,024 1,321 
E=1,00 MPa 35,385 101,931 1,209 
E=1,10 MPa 35,957 101,011 1,871 
 
Ugotovili smo, da ima obroč modul elastičnosti 1,00 MPa.  
4.1.1 Primerjava eksperimentalnih in numeričnih rezultatov 
 
S pomočjo enačbe za izračun dolžine krivulje smo določili dolžine s obroča, pri katerih smo 
izvedli meritve in jih pri istih vrednostih s primerjali z numeričnimi. Rezultate smo prikazali 
v tabeli 4.2  in slikovno – slika 4.4. 














Slika 4.4: Primerjava eksperimentalnih in numeričnih rezultatov za obroč 1 
Tabela 4.2: Primerjava eksperimentalnih in numeričnih rezultatov preizkusa 1 















0 0 0 0 0 0 0 
9,090 8,801 2,154 8,802 1,984 0,011 7,892 
17,055 15,469 6,469 15,518 6,222 0,317 3,818 
24,030 20,308 11,474 20,444 11,147 0,670 2,850 
30,601 24,141 16,809 24,309 16,456 0,696 2,100 
37,492 27,483 22,829 27,642 22,482 0,579 1,520 
44.589 30,265 29,356 30,393 29,021 0,423 1,141 
51,218 32,342 35,648 32,396 35,338 0,167 0,870 
57,052 33,748 41,310 33,730 41,017 0,053 0,709 
63,209 34,875 47,362 34,702 47,096 0,496 0,562 
68,710 35,408 52,836 35,180 52,575 0,644 0,494 
75,030 35,592 59,154 35,239 58,894 0,992 0,440 
84,936 34,747 69,004 34,157 68,731 1,698 0,396 
94,925 32,203 78,660 31,385 78,312 2,540 0,442 
102,644 28,953 85,636 27,930 85,204 3,533 0,504 
109,645 24,972 91,393 23,748 90,806 4,901 0,642 
117,305 19,502 96,705 18,058 95,911 7,404 0,821 
124,143 13,760 100,416 12,123 99,281 11,897 1,130 
130,917 7,472 102,825 5,665 101,284 24,184 1,499 
138,460 0 103,834 0 101,931 0 1,833 
Rezultati in diskusija 
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Iz rezultatov primerjave eksperimentalnega in teoretičnega obroča vidimo, da se obsega 
obročev ne ujemata povsem; oba obsega sta izračunana v tabeli 4.3. 







138,460 136,590 1,360 
4.1.2 Primerjava rezultatov perturbacijske in numerične 
metode 
Problem izračunamo še s perturbacijsko metodo in primerjamo rešitve aproksimacijske 
metode z numeričnimi v tabeli 4.4. 
Tabela 4.4: Primerjava numeričnih in aproksimativnih rezultatov preizkusa 1 















0 0 0 0 0 0 0 
9,090 8,753 2,146 8,809 2,515 0,080 26,764 
17,055 15,296 6,642 15,432 7,95 0,554 27,772 
24,030 20 11,78 20,039 14,24 1,981 27,747 
30,601 23,637 17,247 23,351 20,8546 3,941 26,729 
37,492 26,748 23,392 25,906 28,055 6,280 24,789 
44.589 29,312 30,007 27,798 35,452 8,538 22,160 
51,218 31,193 36,362 29,113 42,222 10,134 19,480 
57,052 32,467 42,055 30,04 48,071 10,940 17,198 
63,209 33,427 48,136 30,85 54,188 11,100 15,059 
68,710 33,938 53,613 31,425 59,668 10,674 13,491 
75,030 34,086 59,93 31,85 66,047 9,617 12,146 
84,936 33,234 69,791 31,694 76,277 7,211 10,979 
94,925 30,773 79,457 29,953 86,682 4,563 10,688 
102,644 27,571 86,47 27,152 94,402 2,786 10,795 
109,645 23,594 92,22 23,384 100,773 1,533 10,976 
117,305 18,071 97,505 17,955 106,612 0,570 11,157 
124,143 12,222 101,02 12,126 110,466 0,025 11,266 
130,917 5,798 103,121 5,702 112,752 0,653 11,323 
138,460 -1,706 103,638 -1,802 113,312 0 11,165 
 




≤ 20 ). Za prvi obroč velja B=33.72, Torej po pričakovanjih rešitev perturbacijske 
metode relativno veliko odstopa od numerične rešitve problema. Primerjava med krivuljami 
je prikazana na sliki 4.5. 
Rezultati in diskusija 
20 
 




4.2 Obroč 2 
Na naše preizkuševališče namestimo še drugi preizkušanec; obroč z zunanjim premerom 
velikosti 120 mm. Analizo deformacije izvedemo po istem postopku kot smo jo pri prvem 
nosilcu. Izračuni so prikazani v tabeli 4.5 in na sliki 4.6. 
 
 
Slika 4.6: Deformiran obroč 2 
Rezultati in diskusija 
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Slika 4.7: Določitev modula elastičnosti obroča 2 
 











Eksperimentalno 48,459 136,432  
E=0,75 MPa  45,896 136,086 2,771 
E=0,80 MPa 46,506 135,243 2,451 
E=0,85 MPa 47,021 134,459 2,207 
E=0,90 MPa 47,433 133,726 2,050 
E=0,97 MPa 48,059 132,797 1,745 
E=0,98 MPa 48,121 132,669 1,419 
E=0,99 MPa 48,182 132,543 1,711 
 
Določili smo elastični modul drugega obroča E=0,98 MPa. Do odstopanja med moduloma 




Rezultati in diskusija 
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4.2.1 Primerjava eksperimentalnih in numeričnih rezultatov 
Podobno kot v prvem primeru, primerjamo vrednosti numeričnih in eksperimentalnih 
vrednosti x in y eksperimetalne ktivulje in nmerične krivulje, pri modulu elastičnosti, ki smo 
ga določili – slika 4.8. Rezultati so zapisani v tabeli 4.6. 
 
Slika 4.8: Primerjava rezultatov za obroč 2 
Tabela 4.6: Primerjava eksperimentalnih in teoretičnih rezultatov poizkusa 2 
 Rezultati 
eksperimenta 















0 0 0 0 0 0 0 
8,576 8,427 1,557 8,447 1,291 0,237 17,084 
16,273 15,346 4,825 15,510 4,313 1,069 10,611 
27,023 23,844 11,404 24,154 10,662 1,300 6,506 
38,955 31,475 20,520 31,982 19,640 1,611 4,288 
48,899 36,722 28,966 37,184 28,106 1,258 2,969 
59,256 41,049 38,361 41,454 37,534 0,987 2,156 
68,377 43,876 47,031 44,317 46,190 1,005 1,788 
79,685 46,716 57,972 46,742 57,229 0,056 1,282 
90,394 48,124 68,582 47,868 67,874 0,532 1,032 
99,528 48,459 77,703 47,866 77,004 1,224 0,900 
107,923 48,088 86,086 47,010 85,352 2,243 0,853 
118,644 46,215 96,621 44,608 95,790 3,477 0,860 
127,945 43,195 105,416 41,222 104,444 4,568 0,922 
136,285 39,662 112,96 37,090 111,680 6,485 1,133 
145,115 34,588 120,177 31,568 118,557 8,731 1,348 
152,470 29,467 125,439 26,104 123,470 11,413 1,570 
160,552 22,893 130,131 19,293 127,799 15,725 1,792 
172,829 11,732 134,981 7,732 131,802 34,095 2,355 
184,656 0 136,432 0 131,802 0 3,394 
Rezultati in diskusija 
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Tudi pri drugem obroču opazimo razliko v premerih eksperimentalnega in teoretičnega 
modela kot prikazuje tabela 4.7. 
 







184,656 180,641 2,174 
  
4.2.2 Primerjava rezultatov perturbacijske in numerične 
metode 
Primerjamo rešitve, ki jih dobimo s pomočjo perturbacijske metode in numerične rešitve 
(glej tabela 4.8). 
 
Tabela 4.8: Primerjava numeričnih in aproksimativnih rezultatov preizkusa 2 















0 0 0 0 0 0 0 
8,576 8,447 1,291 8,467 1,421 0,237 10,070 
16,273 15,510 4,313 15,592 4,794 0,529 11,152 
27,023 24,154 10,662 24,286 11,967 0,546 12,240 
38,955 31,982 19,640 31,928 22,083 0,169 12,439 
48,899 37,184 28,106 36,749 31,416 1,170 11,777 
59,256 41,454 37,534 40,511 41,489 2,275 10,537 
68,377 44,317 46,190 42,966 50,454 3,048 9,231 
79,685 46,742 57,229 45,095 61,616 3,524 7,666 
90,394 47,868 67,874 46,233 72,267 3,416 6,472 
99,528 47,866 77,004 46,448 81,448 2,962 5,771 
107,923 47,010 85,352 45,899 89,944 2,363 5,380 
118,644 44,608 95,790 43,929 100,741 1,522 5,169 
127,945 41,222 104,444 40,864 109,824 0,868 5,151 
136,285 37,090 111,680 36,937 117,482 0,413 5,195 
145,115 31,568 118,557 31,541 124,782 0,086 5,251 
152,470 26,104 123,470 26,123 129,991 0,073 5,281 
160,552 19,293 127,799 19,328 134,568 0,181 5,297 
172,829 7,732 131,802 7,767 138,779 0,453 5,294 
184,656 0 131,802 0 139,346 0 5,724 
Rezultati in diskusija 
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Izkaže se, da je drugi obroč bolj tog; B= 28.322, kar privede do tega, da se rešitve 
perturbacijske metode bolj prilegajo eksperimentalnim in numeričnim rešitvam (glej slika 
4.9). 
 





Zaključki   
V nalogi smo pokazali postopek kako določiti modul elastičnosti materiala visečega obroča. 
Izvedli smo preprost eksperiment, v katerem smo dva različna obroča iz istega materiala 
obesili na klin in opazovali kako se deformira pod vplivom lasne teže. Problem smo 
numerično izračunali s pomočjo programa, ki smo ga napisali v Mathematici in ob 
spreminjanju parametra E izbrali krivuljo, ki najbolj ustreza eksperimentalni  
1) Določili smo modul elastičnosti visečega obroča, ki se v obeh primerih najmanj 
razlikuje. Do razlike je prišlo zaradi morebitnih napak v strukturah obročev 
(nehomogenost) in zaradi napak pri merjenju eksperimenta.  
2) Ko smo določili katera krivulja najbolj ustreza eksperimentu smo izračunali napake med 
točkami obeh krivulj.  
3) Točke krivulje smo izračunali s perturbacijsko metodo in rešitve primerjali z 
numeričnimi.  
 
Predlogi za nadaljnje delo 
Nadaljnje bi bilo zanimivo preučiti na osnovi izpeljanih enačb, kako se deformira obroč pod 
vplivom še drugih obremenitev. Najenostavnejša posplošitev bi bila z dodajanjem uteži na 
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